Восемнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Саров, 1-8 ноября 2014 года

Первый тур 03.11.14. Высшая лига.

1. Дано натуральное m. Докажите, что при некотором натуральном n у числа mn+nm не меньше 2014 различных простых делителей. (Румыния, отбор на ММО, 2014, усилено)
2. Дано число k ( (0,1). На координатную плоскость положили несколько прямоугольных белых салфеток. На каждую белую салфетку положили красную салфетку, полученную из нее гомотетией с коэффициентом k и центром, совпадающим с центром белой. Стороны всех салфеток параллельны осям координат. Найдите максимальное возможное отношение площадей части плоскости, покрытой белыми салфетками, и части плоскости, покрытой красными. (Н. Сидоров, А. Акопян)
3. Существует ли такая возрастающая 20142014-членная арифметическая прогрессия из натуральных чисел, что десятичные записи любых двух её членов получаются друг из друга перестановкой цифр? Десятичная запись числа не может начинаться с нуля. (А. Грибалко, И. Богданов)
4. Даны натуральные m и n, причём n < m–1. Жители города, население которого составляет m человек, организовали несколько клубов так, что в каждом клубе не менее n членов, а каждый горожанин состоит хотя бы в n клубах. При этом нет двух клубов, состоящих из одних и тех же людей. При каком наименьшем k обязательно найдутся такие k (или менее) клубов, что каждый горожанин состоит хотя бы в одном из них? (Румыния, отбор на ММО, 2014)
5. Точки X, Y и Z – середины высот AD, BE и CF треугольника ABC соответственно. Докажите, что перпендикуляры, опущенные из D на YZ, из E на ZX и из F на XY, пересекаются в одной точке. (Европейский математический кубок, 2013)
6. Многочлен P(x, y, z) с вещественными коэффициентами называется прикольным, если при всех ненулевых x, y, z верно равенство P(x, y, z) = P(xy, 1/y, yz) = P(x, yz, 1/z). Докажите, что существуют три прикольных многочлена F1(x, y, z), F2(x, y, z), F3(x, y, z) такие, что любой прикольный многочлен P(x, y, z) представляется в виде P(x, y, z) = Q(F1(x, y, z), F2(x, y, z), F3(x, y, z)) для некоторого многочлена Q(u, v, w) с вещественными коэффициентами. (И. Богданов по мотивам Ирана –2014)
7. Есть полный неориентированный граф на 2014 вершинах. Двое играют в игру. Первый каждым своим ходом ориентирует любое еще не ориентированное ребро. Второй каждым своим ходом ориентирует от 1 до 1000 еще не ориентированных ребер. Игра заканчивается, когда все ребра ориентированы. Первый выигрывает, если после этого в графе можно найти простой ориентированный цикл, иначе выигрывает второй. Кто выиграет при правильной игре? (Turkey JBMO TST 2014)
8. Неравнобедренный треугольник ABC вписан в окружность Ω. Точка A' диаметрально противоположна A на этой окружности. Прямая, проходящая через A' и параллельная биссектрисе угла BAC, пересекает прямые AB и BC в точках K и L соответственно. Прямая, проходящая через A' и параллельная внешней биссектрисе угла BAC, пересекает прямые AC и BC в точках M и N соответственно. Докажите, что одна из точек пересечения окружностей, описанных около треугольников BKL и CMN, лежит на Ω. (Иран, 2014)
9. На сторонах BC, AC и AB треугольника ABC отмечены точки A1, B1, C1 соответственно. Докажите, что площадь треугольника A1B1C1 не меньше среднего геометрического двух из площадей треугольников AB1C1, A1BC1, A1B1C. (И. Богданов)
10. Многочлен с целыми коэффициентами f(x) таков, что f(100) = 100. Найдите наибольшее возможное количество целых решений уравнения f(x) = x3. (Фольклор)
Восемнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Саров, 1-8 ноября 2014 года

Первый тур 03.11.14. Первая лига.

1. Дано нечетное натуральное число m. Докажите, что при некотором натуральном n у числа mn+nm не меньше 2014 различных простых делителей. (Румыния, отбор на ММО, 2014)
2. На координатную плоскость положили несколько одинаковых квадратных белых салфеток со стороной 2n+1. На каждую белую салфетку положили квадратную красную салфетку со стороной 1 с тем же центром. Стороны всех салфеток параллельны осям координат. Оказалось, что отношение площадей части плоскости, покрытой хотя бы одной белой салфеткой, к части плоскости, покрытой хотя бы одной красной салфеткой, меньше 10. При каких n такое могло быть? (Н. Сидоров, А. Акопян)
3. Существует ли такая возрастающая арифметическая прогрессия из 9 натуральных чисел, что десятичные записи любых двух ее членов получаются друг из друга перестановкой цифр? Десятичные записи на цифру 0 начинаться не могут. (А. Грибалко, И. Богданов)
4. Даны натуральные m и n, причем n < m–1. Жители города, население которого составляет m человек, организовали несколько клубов так, что в каждом клубе не менее n членов, а каждый горожанин состоит хотя бы в n клубах. При этом нет двух клубов, состоящих из одних и тех же людей. При каком наименьшем k обязательно найдутся такие k (или менее) клубов, что каждый горожанин состоит хотя бы в одном из них? (Румыния, отбор на ММО, 2014)
5. Точки X, Y и Z – середины высот AD, BE и CF треугольника ABC соответственно. Докажите, что перпендикуляры, опущенные из D на YZ, из E на ZX и из F на XY, пересекаются в одной точке. (Европейский математический кубок, 2013)
6. Даны положительные числа a1, b1, a2, b2, …, an, bn, для которых a1+b1 = a2+b2 = … = an+bn = 1. Для каждого множества S, состоящего из нечетного количества натуральных чисел, не превосходящих n, перемножили произведение всех ai с индексами, входящими в S, и всех bi с индексами, не входящими в S. Сумма всех найденных произведений оказалась равна 1/2. Докажите, что хотя бы одно из ai равно 1/2. (К. Сан, ELMO, 2014)
7. Есть полный неориентированный граф на 2014 вершинах. Двое играют в игру. Первый каждым своим ходом ориентирует любое еще не ориентированное ребро. Второй каждым своим ходом ориентирует от 1 до 1000 еще не ориентированных ребер. Игра заканчивается, когда все ребра ориентированы. Первый выигрывает, если в графе можно найти простой ориентированный цикл, иначе выигрывает второй. Кто выигрывает при правильной игре? (Turkey JBMO TST 2014)
8. Внутри правильного треугольника ABC взята точка P. Из точки P на стороны AB, BC и CA опущены перпендикуляры PX, PY и PZ. Оказалось, что PY = 
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. Докажите, что угол BPC равен 120(. (Жюри)
9. На доске написано несколько попарно различных положительных вещественных чисел. Оказалось, что для любого числа a > 0 количество чисел на доске, меньших 1/a, и количество чисел, больших a, имеют одинаковую четность. Докажите, что произведение всех написанных на доске чисел равно 1. (Romanian TST for JBMO 2009)
10. Многочлен с целыми коэффициентами f(x) таков, что f(10) = 10. Найдите наибольшее возможное количество целых решений уравнения f(x) = x2. (Фольклор)
Восемнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Саров, 1-8 ноября 2014 года

Первый тур 03.11.14. Вторая лига.

1. Докажите, что при каждом натуральном n число 
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 не является целым. (Эстония, 2014)
2. На координатную плоскость положили несколько одинаковых квадратных белых салфеток 11(11. На каждую белую салфетку положили квадратную красную салфетку 1(1 с тем же центром. Стороны всех салфеток параллельны осям координат. Может ли отношение площадей части плоскости, покрытой хотя бы одной белой салфеткой, к части плоскости, покрытой хотя бы одной красной салфеткой, быть меньше 2? (Н. Сидоров, А. Акопян)
3. Существуют ли различные десятизначные натуральные числа a, b и c такие, что 2b = a+c, а их десятичные записи получаются друг из друга перестановкой цифр? (А. Грибалко, И. Богданов)
4. 100 школьников писали 5 разных пробных сочинений. Оказалось, что в каждой попытке ровно половина школьников получили незачет. Потом Марьванна отругала всех школьников, которые получили незачет хотя бы в трех попытках. Какое наибольшее количество школьников могла отругать Марьванна? (Фольклор)
5. В остроугольном треугольнике ABC высота из вершины B и биссектриса из вершины C пересекаются в точке D. Пусть E – точка, симметричная точке D относительно прямой AC. Известно, что точки A, B, C и E принадлежат одной окружности. Докажите, что треугольник ABC равнобедренный. (Эстония, 2014, заключительный этап)
6. Пусть x, y, z – такие отличные от нуля действительные числа, что выполняется соотношение 
[image: image3.wmf]xyyzzx

zxy

+++

==

. Найдите все возможные значения выражения 
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. (Эстония, 2014, региональный этап)
7. В стране Ориентирия 100 городов, каждые два города соединены дорогой с двусторонним движением. Два министра играют в игру. Первый каждым своим вводит одностороннее движение на любой еще не ориентированной дороге. Второй каждым своим ходом вводит одностороннее движение на любом количестве от 0 до 98 еще не ориентированных дорог. Игра заканчивается, когда все дороги ориентированы. Первый министр выигрывает, если найдется такой город, что из него можно выехать по какой-нибудь дороге и, соблюдая правила движения, вернуться обратно. Иначе выигрывает второй министр. Какой министр выигрывает при правильной игре? (Жюри)
8. Окружность с центром O, вписанная в угол BAC, касается стороны AC в точке K. Касательная к окружности, параллельная AO, пересекает луч AB в точке N, а луч KA – в точке D. Докажите, что DN = 2AK. (Н. Агаханов)
9. На доске написано несколько попарно различных положительных вещественных чисел. Оказалось, что для любого числа a > 0 количество чисел на доске, меньших 1/a, и количество чисел, больших a, имеют одинаковую четность. Докажите, что произведение всех написанных на доске чисел равно 1. (Romanian TST for JBMO 2009)
10. Найдите все такие многочлены P(x) с вещественными коэффициентами, что многочлены P(x2+x+1) и P(x2)+P(x)+P(1) равны. (А. Антропов, И. Богданов, К. Сухов)
Восемнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Саров, 1-8 ноября 2014 года

Первый тур 03.11.14. Высшая юниорская лига.

1. Дано нечётное натуральное m. Докажите, что при некотором натуральном n у числа mn+nm не меньше 2014 разных простых делителей. (Румыния, отбор на ММО, 2014)
2. В последовательности натуральных чисел a1, a2, … натуральных чисел каждое натуральное число встречается ровно один раз. Известно также, что при каждом n либо an+1 = an–1, либо an+1 = 4an–1. Чему может равняться a2014? (Фольклор)
3. Даны положительные числа a1, b1, a2, b2, …, an, bn, для которых a1+b1 = a2+b2 = … = an+bn = 1. Для каждого множества S, состоящего из нечётного количества натуральных чисел, не превосходящих n, нашли произведение всех ai с индексами, входящими в S, и всех bi с индексами, не входящими в S. Сумма всех найденных произведений оказалась равна 1/2. Докажите, что хотя бы одно из ai равно 1/2. (К. Сан, ELMO, 2014)
4. Даны натуральные m и n, причём n < m–1. Жители города, население которого составляет m человек, организовали несколько клубов так, что в каждом клубе не менее n членов, а каждый горожанин состоит хотя бы в n клубах. При этом нет двух клубов, состоящих из одних и тех же людей. При каком наименьшем k обязательно найдутся такие k (или менее) клубов, что каждый горожанин состоит хотя бы в одном из них? (Румыния, отбор на ММО, 2014)
5. Точки X, Y и Z – середины высот AD, BE и CF треугольника ABC соответственно. Докажите, что перпендикуляры, опущенные из D на YZ, из E на ZX и из F на XY, пересекаются в одной точке. (Европейский математический кубок, 2013)
6. Пусть O – центр описанной окружности Ω остроугольного треугольника ABC. На стороне BC взята точка D. Описанная окружность треугольника BOD пересекает вторично окружность Ω в точке B' и отрезок AB в точке F. Аналогично описанная окружность треугольника COD пересекает вторично окружность Ω в точке C' и отрезок AC в точке E. Наконец, описанная окружность треугольника AEF пересекает вторично окружность Ω в точке A'. Докажите, что треугольники ABC и A'B'C' равны. (Греция, 2013)
7. У человека есть 20 чашек, выстроенных в ряд, пустой мешок и неограниченный запас камешков. В начале в каждой чашке лежит по одному камешку. Каждым ходом человек может совершить одно из двух действий: 

(i) изъять один камешек из любой чашки, кроме последней, и добавить в следующую чашку два камешка; 

(ii) изъять один камешек из любой чашки, кроме последней, и переложить один камешек из следующей чашки в мешок. 

Игра заканчивается, когда человек не может сделать ход. Какое наибольшее количество камешков может оказаться в мешке к этому моменту? (Словения, 2014)
8. Существует ли такая возрастающая 2014-членная арифметическая прогрессия из натуральных чисел, что десятичные записи любых двух её членов получаются друг из друга перестановкой цифр? Десятичная запись числа не может начинаться с нуля. (А. Грибалко, И. Богданов)
9. Есть полный неориентированный граф на 2014 вершинах. Двое играют в игру. Первый каждым своим ходом ориентирует любое еще не ориентированное ребро. Второй каждым своим ходом ориентирует от 1 до 1000 еще не ориентированных ребер. Игра заканчивается, когда все ребра ориентированы. Первый выигрывает, если после этого в графе можно найти простой ориентированный цикл, иначе выигрывает второй. Кто выиграет при правильной игре? (Turkey JBMO TST 2014)
10. Равносторонний треугольник разбит на 2014 меньших равносторонних треугольников, из которых ровно 2013 имеют площадь 1. Найдите все возможные значения, которые может принимать площадь исходного треугольника. (Молдавия, 2014)
Восемнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Саров, 1-8 ноября 2014 года

Первый тур 03.11.14. Первая юниорская лига.

1. Докажите, что при каждом натуральном n число 
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 не является целым. (Эстония, 2014)
2. В последовательности натуральных чисел a1, a2, … натуральных чисел каждое натуральное число встречается ровно один раз. Известно также, что при каждом n либо an+1 = an–1, либо an+1 = 4an–1. Чему может равняться a2014? (Фольклор)
3. На доске написано несколько попарно различных положительных вещественных чисел. Оказалось, что для любого числа a > 0 количество чисел на доске, меньших 1/a, и количество чисел, больших a, имеют одинаковую четность. Докажите, что произведение всех написанных на доске чисел равно 1. (Romanian TST for JBMO 2009)
4. В городе живет 2014 человек. Жители города организовали несколько клубов так, что в каждом клубе не менее двух членов, а каждый горожанин состоит хотя бы в двух клубах. При этом нет двух клубов, состоящих из одних и тех же людей. При каком наименьшем k обязательно найдутся такие k (или менее) клубов, что каждый горожанин состоит хотя бы в одном из них? (Румыния, отбор на ММО, 2014)
5. Окружность с центром O, вписанная в угол BAC, касается стороны AC в точке K. Касательная к окружности, параллельная AO, пересекает луч AB в точке N, а луч KA – в точке D. Докажите, что DN = 2AK. (Н. Агаханов)
6. Пусть O – центр описанной окружности Ω остроугольного треугольника ABC. На стороне BC взята точка D. Описанная окружность треугольника BOD пересекает вторично окружность Ω в точке B' и отрезок AB в точке F. Аналогично описанная окружность треугольника COD пересекает вторично окружность Ω в точке C' и отрезок AC в точке E. Наконец, описанная окружность треугольника AEF пересекает вторично окружность Ω в точке A'. Докажите, что треугольники ABC и A'B'C' равны. (Греция, 2013)
7. У человека есть 20 чашек, выстроенных в ряд, пустой мешок и неограниченный запас камешков. В начале в каждой чашке лежит по одному камешку. Каждым ходом человек может совершить одно из двух действий: 

(i) изъять один камешек из любой чашки, кроме последней, и добавить в следующую чашку два камешка; 

(ii) изъять один камешек из любой чашки, кроме последней, и переложить один камешек из следующей чашки в мешок. 

Игра заканчивается, когда человек не может сделать ход. Какое наибольшее количество камешков может оказаться в мешке к этому моменту? (Словения, 2014)
8. Существуют ли различные десятизначные натуральные числа a, b и c такие, что 2b = a+c, а их десятичные записи получаются друг из друга перестановкой цифр? (А. Грибалко, И. Богданов)
9. В стране Ориентирия 100 городов, каждые два города соединены дорогой с двусторонним движением. Два министра играют в игру. Первый каждым своим вводит одностороннее движение на любой еще не ориентированной дороге. Второй каждым своим ходом вводит одностороннее движение на любом количестве от 0 до 98 еще не ориентированных дорог. Игра заканчивается, когда все дороги ориентированы. Первый министр выигрывает, если найдется такой город, что из него можно выехать по какой-нибудь дороге и, соблюдая правила движения, вернуться обратно. Иначе выигрывает второй министр. Какой министр выигрывает при правильной игре? (Жюри)
10. Равносторонний треугольник разбит на 2014 меньших равносторонних треугольников, из которых ровно 2013 имеют площадь 1. Найдите все возможные значения, которые может принимать площадь исходного треугольника. (Молдавия, 2014)
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