Восемнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Саров, 1-8 ноября 2014 года

Третий тур 06.11.14. Высшая лига.

1. Пусть Q+ – множество всех положительных рациональных чисел. Найдите все функции f : Q+ → Q+, удовлетворяющие при каждых натуральном n ≥ 1 и рациональном q > 0 условию 
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. (Польша, 3 этап, 2014)
2. Двое играют в игру. В начале игры есть три пустых коробки, на которых написаны числа 100, 90 и 80. Два игрока по очереди кладут в коробки камни, по камню за ход, пока общее количество камней в коробках не станет равным 270. После этого для каждой коробки считается модуль разности количества камней в ней и числа, написанного на ней. Игрок, ходивший первым, платит другому сумму полученных чисел. Сколько он заплатит при правильной игре обоих игроков? (И. Богданов)
3. Пусть k ≥ 3 – натуральное число, и пусть p1, ..., pk – первые k простых чисел. Обозначим через f(n) количество представлений n в виде суммы чисел p1, ..., pk с повторениями (представления, отличающиеся порядком, считаются одинаковыми; например, f(7) = 3, ибо 7 = 2+2+3 = 2+5 = 7). Докажите, что f(n+1) ≥ f(n) для любого натурального n. (P.T. Bateman, P. Erd)
4. Различные вещественные числа x, y и z и число a таковы, что 
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. Докажите, что (x+y+z)xyz = –a2. (Белоруссия, отбор на ММО, 2014)
5. Докажите, что в любом выпуклом пятиугольнике можно найти две такие стороны, что окружности, построенные на этих сторонах как на диаметрах, не имеют общей точки. (C. Huemer, P. Perez-Lantero)
6. Найдите все натуральные n, для которых число 4(n!–n)+1 является точным квадратом. (Фольклор)
7. Высоты остроугольного треугольника ABC пересекаются в точке H. Окружность, описанная около треугольника ABH, пересекает окружность, построенную на отрезке AC как на диаметре, в точке K, отличной от A. Докажите, что прямая CK делит отрезок BH пополам. (Монголия, 2014)
8. Четырёхугольник ABCD без параллельных сторон вписан в окружность с центром O. Точка P выбрана так, что (PAB = (PDC = 90(. Точки X и Y выбраны на прямых AB и CD соответственно так, что PX || BD и PY || AC. Докажите, что точки X, Y и O лежат на одной прямой. (П. Кожевников)
9. Дана десятичная дробь 0,1234567891011121314 .... Из неё требуется вычеркнуть некоторые цифры так, чтобы полученное число стало рациональным и для каждого n из первых n цифр после запятой осталось не меньше (n цифр. При каких ( это возможно? (И.  Богданов)
10. Дан связный граф на 200 вершинах. Известно, что степень каждой его вершины равна 4, любое его ребро входит в треугольник, а при удалении любых трех вершин граф остается связным. Докажите, что этот граф содержит два простых цикла длины 100, не имеющих общих вершин. (Д. Карпов)
Восемнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Саров, 1-8 ноября 2014 года

Третий тур 06.11.14. Первая лига.

1. Пусть Q+ – множество всех положительных рациональных чисел. Найдите все функции f : Q+ → Q+, удовлетворяющие при каждых натуральном n ≥ 1 и рациональном q > 0 условию 
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2. В каждую клетку доски n(n положено по 99 монет. Двое играют в игру. Ходят по очереди. Каждый своим ходом выбирает строку или столбец и забирает ровно по одной монете из каждой клетки выбранной строки или выбранного столбца. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто выигрывает при правильной игре? (Nordic, 2014)
3. Четырёхугольник ABCD без параллельных сторон вписан в окружность с центром O. Точка P выбрана так, что (PAB = (PDC = 90(. Точки X и Y выбраны на прямых AB и CD соответственно так, что PX || BD и PY || AC. Докажите, что точки X, Y и O лежат на одной прямой. (П. Кожевников)
4. Найдите все натуральные числа n, для которых число (8n)! – 4n+1 является точным квадратом. (Фольклор)
5. В пространстве даны 2014 векторов. Докажите, что их можно разбить на некоторое число групп (возможно, одну) так, чтобы выполнялись два условия: (1) в каждой группе угол между любым её вектором и суммой векторов этой группы не более 90(; (2) угол между суммами векторов в любых двух различных группах больше 90(. (Китай, провинциальная олимпиада 92/93)
6. a и b – различные натуральные числа. Докажите, что система уравнений xy+zw = a, xz+yw = b имеет только конечное число решений в целых числах. (IMAR 2009)
7. Даны вещественные числа a1, …, an и b1, …, bn. Докажите, что найдется такое натуральное число k, что 1 ( k ( n и 
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. (International Competitions Mediterranean Mathematics Olympiad 2014)
8. Дан вписанный четырехугольник ABCD. На продолжении стороны CD за точку D отмечена такая точка E, что BC = CE и (EAC = (BDC. Отрезки AC и BE пересекаются в точке F. Найдите угол BFC. (А. Пастор)
9. Дана десятичная дробь 0,1234567891011121314... . Докажите, что из неё можно вычеркнуть некоторые цифры так, чтобы полученное число стало рациональным и для каждого n из первых n цифр после запятой осталось не меньше n/10 цифр. (И. Богданов)
10. В государстве 2014 городов. Из каждого города выходит ровно 8 дорог, и каждая дорога входит хотя бы в один циклический маршрут по трем городам. Докажите, что в этом государстве найдется город, который входит хотя бы в пять циклических маршрутов по трем городам. (Д. Карпов)
Восемнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Саров, 1-8 ноября 2014 года

Третий тур 06.11.14. Вторая лига.

1. Найдите все натуральные числа n, для которых число (8n)! – 4n+1 является точным квадратом. (Фольклор)
2. В каждую клетку доски n(n положено по 99 монет. Двое играют в игру. Ходят по очереди. Каждый своим ходом выбирает строку или столбец и забирает ровно по одной монете из каждой клетки выбранной строки или выбранного столбца. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто выигрывает при правильной игре? (Nordic, 2014)
3. Высоты остроугольного треугольника ABC пересекаются в точке H. Окружность, описанная около треугольника ABH, пересекает окружность, построенную на отрезке AC как на диаметре, в точке K, отличной от A. Докажите, что прямая CK делит отрезок BH пополам. (Монголия, 2014)
4. Последовательность многочленов P0(x), P1(x), … задана условиями P0(x) = x, 
Pn(x) = Pn–1(x–1)Pn–1(x+1) при n ( 1. Найдите наибольшее число k, для которого P100(x) делится на xk. (Бразилия, 2014)
5. В пространстве даны 2014 векторов. Докажите, что их можно разбить на некоторое число групп (возможно, одну) так, чтобы выполнялись два условия: (1) в каждой группе угол между любым её вектором и суммой векторов этой группы не более 90(; (2) угол между суммами векторов в любых двух различных группах больше 90(. (Китай, провинциальная олимпиада 92/93)
6. Пусть a и b – различные натуральные числа. Докажите, что система уравнений xy+zw = a, xz+yw = b имеет только конечное число решений в целых числах. (IMAR 2009)
7. Даны вещественные числа a1, …, an и b1, …, bn. Докажите, что найдется такое натуральное число k, что 1 ( k ( n и 
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. (International Competitions Mediterranean Mathematics Olympiad 2014)
8. Дан вписанный четырехугольник ABCD. На продолжении стороны CD за точку D отмечена такая точка E, что AB = AE и (EAC = (BDC. Отрезки AC и BE пересекаются в точке F. Найдите угол BFC. (А. Пастор)
9. В каждой клетке таблицы 100(100 написано одно из чисел 1, 2, …, 100. Назовем клетку подозрительной, если число, которое в ней написано, совпадает с номером столбца, в котором она находится. Разрешается как угодно переставлять столбцы таблицы. При каком наименьшем m всегда удастся добиться того, чтобы подозрительных клеток было не более m? (IMS 2014)
10. В государстве 2014 городов. Из каждого города выходит ровно 8 дорог, и каждая дорога входит хотя бы в один циклический маршрут по трем городам. Докажите, что в этом государстве найдется город, который входит хотя бы в пять циклических маршрутов по трем городам. (Д. Карпов)
Восемнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Саров, 1-8 ноября 2014 года

Третий тур 06.11.14. Высшая юниорская лига.

1. Найдите все натуральные n, для которых число (4n)!–4n+1 является точным квадратом. (Фольклор)
2. Двое играют в игру. В начале игры есть три пустых коробки, на которых написаны числа 100, 90 и 80. Два игрока по очереди кладут в коробки камни, по камню за ход, пока общее количество камней в коробках не станет равным 270. После этого для каждой коробки считается модуль разности количества камней в ней и числа, написанного на ней. Игрок, ходивший первым, платит другому сумму полученных чисел. Сколько он заплатит при правильной игре обоих игроков? (И. Богданов)
3. Дан вписанный четырехугольник ABCD. На продолжении стороны CD за точку D отмечена такая точка E, что BC = CE и (EAC = (BDC. Отрезки AC и BE пересекаются в точке F. Найдите угол BFC. (А. Пастор)
4. Различные вещественные числа x, y и z и число a таковы, что 
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. Докажите, что (x+y+z)xyz = –a2. (Белоруссия, отбор на ММО, 2014)
5. Пусть Q+ – множество всех положительных рациональных чисел. Найдите все функции f : Q+ → Q+, удовлетворяющие при каждых натуральном n ≥ 1 и рациональном q > 0 условию 
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6. Правильный треугольник со стороной 9 разрезан на 81 одинаковых правильных треугольничков со стороной 1. Изначально некоторые k из треугольничков покрашены. За один ход ещё не покрашенный треугольничек можно покрасить, если к этому моменту не менее двух соседних с ним по стороне треугольничков покрашены. При каком наименьшем k через несколько ходов могло оказаться, что все треугольнички покрашены? (Чешско-польско-словацкое соревнование, 2013; модификация)
7. a и b – различные натуральные числа. Докажите, что система уравнений xy+zw = a, xz+yw = b имеет только конечное число решений в целых числах. (IMAR 2009)
8. Высоты остроугольного треугольника ABC пересекаются в точке H. Окружность, описанная около треугольника ABH, пересекает окружность, построенную на отрезке AC как на диаметре, в точке K, отличной от A. Докажите, что прямая CK делит отрезок BH пополам. (Монголия, 2014)
9. Дана десятичная дробь 0,1234567891011121314... . Докажите, что из неё можно вычеркнуть некоторые цифры так, чтобы полученное число стало рациональным и для каждого n из первых n цифр после запятой осталось не меньше n/10 цифр. (И. Богданов)
10. Дан граф на 2014 вершинах. Известно, что степень каждой его вершины равна 8, а каждое его ребро входит в треугольник. Докажите, что в графе есть вершина, входящая хотя бы в пять треугольников. (Д. Карпов)
Восемнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Саров, 1-8 ноября 2014 года

Третий тур 06.11.14. Первая юниорская лига.
Бои за 1 место в подгруппах
1. Найдите все натуральные n, для которых число (8n)!–4n+1 является точным квадратом. (Фольклор)
2. В клетках квадрата 2015(2015 лежат камни – по 99 штук в каждой. Двое делают ходы по очереди. За ход можно снять по камешку из каждой клетки в одной строке или из каждой клетки в одном столбце, если во всех этих клетках есть камни. Не имеющий хода проигрывает. Кто выигрывает при правильной игре? (Nordic, 2014)
3. В турнире математических боев участвуют 5 команд. Каждая команда играет с каждой ровно один раз. При этом никакая команда не может проводить матбои 3 дня подряд (и, разумеется, никакая команда не проводит более одного матбоя в день). Какое наименьшее число дней может продолжаться турнир? (С. Токарев)
4. Положительные вещественные числа x и y таковы, что x > y и удовлетворяют условию 
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. Докажите, что xy ≤ 1. (По мотивам задачи высшей юниорской лиги (Белоруссия, отбор на ММО, 2014))
5. Пусть a и b – различные натуральные числа. Докажите, что система уравнений xy+zw = a, xz+yw = b имеет только конечное число решений в целых числах. (IMAR 2009)
6. Можно ли расположить на плоскости пять кругов так, чтобы любые два из них имели общую точку, а никакие четыре не имели общей точки? (Фольклор)
7. Из вершины единичного квадрата одновременно выползли три муравья: A, B и C. Они ползут по сторонам квадрата по часовой стрелке с постоянной скоростью. При этом муравей A проползает сторону квадрата за 2 секунды, муравей B – за 3 секунды и муравей C – за 5 секунд. Найдите наибольшую площадь треугольника ABC. (С. Волченков)
8. Дан вписанный четырехугольник ABCD. На продолжении стороны CD за точку D отмечена такая точка E, что BC = CE и (EAC = (BDC. Отрезки AC и BE пересекаются в точке F. Найдите угол BFC. (А. Пастор)
9. В каждой клетке таблицы 100(100 написано одно из чисел 1, 2, …, 100. Назовем клетку подозрительной, если число, которое в ней написано, совпадает с номером столбца, в котором она находится. Разрешается как угодно переставлять столбцы таблицы. При каком наименьшем m всегда удастся добиться того, чтобы подозрительных клеток было не более m? (IMS 2014)
10. Дан граф на 2014 вершинах. Известно, что степень каждой его вершины равна 8, а каждое его ребро входит в треугольник. Докажите, что в графе есть вершина, входящая хотя бы в пять треугольников. (Д. Карпов)
Восемнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Саров, 1-8 ноября 2014 года

Третий тур 06.11.14. Первая юниорская лига.
Бои за 3 место в подгруппах
1. Пусть n! =1(2(3(…(n. Докажите, что число 
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 является квадратом натурального числа. (С. Токарев, С. Волченков)
2. В клетках квадрата 10(10 лежат камни – по 99 штук в каждой. Двое делают ходы по очереди. За ход можно снять по камешку из каждой клетки в одной строке или из каждой клетки в одном столбце, если во всех этих клетках есть камни. Не имеющий хода проигрывает. Кто выигрывает при правильной игре? (Nordic, 2014)
3. В турнире математических боев участвуют 5 команд. Каждая команда играет с каждой ровно один раз. При этом никакая команда не может проводить матбои 3 дня подряд (и, разумеется, никакая команда не проводит более одного матбоя в день). Какое наименьшее число дней может продолжаться турнир? (С. Токарев)
4. Различные положительные вещественные числа x и y удовлетворяют условию 
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. Найдите xy(x+y). (По мотивам задачи высшей юниорской лиги)
5. Существуют ли такие натуральные m и n, что n3–n–1 = m2–m+1. (Сообщил А. Голованов)
6. Можно ли расположить на плоскости четыре круга так, чтобы любые два из них имели общую точку, а никакие три не имели общей точки? (Фольклор)
7. Из вершины единичного квадрата одновременно выползли три муравья: A, B и C. Они ползут по сторонам квадрата по часовой стрелке с постоянной скоростью. При этом муравей A проползает сторону квадрата за 2 секунды, муравей B – за 3 секунды и муравей C – за 5 секунд. Докажите, что площадь треугольника ABC в какой-то момент окажется больше, чем 4/9. (С. Волченков)
8. Дан вписанный четырехугольник ABCD. На продолжении стороны CD за точку D отмечена такая точка E, что AB = AE и (EAC = (BDC. Отрезки AC и BE пересекаются в точке F. Найдите угол BFC. (А. Пастор)
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