Восемнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Саров, 1-8 ноября 2014 года

Четвёртый тур 07.11.14. Высшая лига, бои за 1 и 3 места.

1. Даны действительное ( > 0 и множество A, состоящее из натуральных чисел. Известно, что существует бесконечно много натуральных n, при которых пересечение A([1, n] содержит не менее чем (n элементов. Обозначим через B множество всех попарных разностей элементов из A. Докажите, что существует натуральное k такое, что среди любых k последовательных натуральных чисел хотя бы одно лежит в B. (H. Fürstenberg)
2. Пусть b > 3 – натуральное число. Докажите, что существуют k = ((b–1)+1 различных натуральных чисел m1, ..., mk и k натуральных чисел n1, ..., nk такие, что b-ичная запись каждого из этих 2k чисел есть перестановка цифр от 0 до b–1 (возможно, с ведущим нулём), и 
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. (И. Богданов, MathOverflow)
3. На окружности, описанной около треугольника ABC, отметили точки A0, B0 и C0 – середины дуг BAC, ABC и ACB соответственно. Пусть A1, B1 и C1 – точки Фейербаха треугольников AB0C0, A0BC0 и A0B0C соответственно. Докажите, что треугольники A0B0C0 и A1B1C1 подобны. (А. Якубов)
4. В пространстве дано выпуклое ограниченное тело M; все его граничные точки лежат в M. Назовём единичный вектор 
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 опорным для граничной точки A множества M, если плоскость, проходящая через A и перпендикулярная 
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, делит пространство на два полупространства, и то из них, в которое направлен 
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, не содержит внутренних точек множества M. Число r > 0 выбрано так, что для любых двух точек A1, A2 границы тела M и любых их опорных векторов 
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|. Докажите, что для любой точки B, не лежащей в M, найдётся шар радиуса 1/r, содержащий M и не содержащий B. (М. Балашов, Г. Иванов)
5. Каждому человеку присвоены четыре натуральных параметра, обозначающие его ум, красоту, доброту и умение строить карточные домики. Говорим, что человек A лучше человека B, если A строго превосходит B хотя бы по двум параметрам. Существует ли такая конечная компания людей, что для любых двух из них в компании найдётся третий, который лучше их обоих по одним и тем же параметрам? (MathOverflow)
6. Даны три неубывающих последовательности: a1 ( a2 ( … ( an, b1 ( b2 ( … ( bn, c1 ( c2 ( … ( cn. Известно, что

a1b1+a2b2+…+anbn = a1c1+a2c2+…+ancn = b1c1+b2c2+…+bncn = 0.
Докажите, что одна из последовательностей состоит из нулей. (MathOverflow)
7. Можно ли выбрать на плоскости две красных, две зелёных и две синих точки так, что все восемь треугольников, имеющих одну красную, одну синюю и одну зелёную вершину, подобны между собой? (И. Богданов, MathOverflow)
8. Ненулевой многочлен P(x) имеет рациональные коэффициенты и не раскладывается в произведение двух многочленов меньшей степени с рациональными коэффициентами. Докажите, что никакие три его комплексных корня не образуют арифметическую прогрессию. (H. Lenstra, Nieuw Archief voor Wiskunde)
9. В графе расстояние между любыми вершинами не превосходит d (d > 1), и для любой вершины есть другая на расстоянии d от неё. Докажите, что в этом графе есть простой цикл, содержащий не менее 2d вершин. (Расстояние между вершинами – это количество рёбер в кратчайшем пути между ними.) (MathOverflow: S. Kozerenko, T. Huynh)
10. Даны сфера и фиксированная точка P внутри нее. Через P проводятся три попарно перпендикулярные хорды AA', BB' и CC'. Пусть X и X' – проекции P на плоскости ABC и A'B'C'. Доказать, что все прямые XX' проходят через одну точку. (А. Заславский)
Восемнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Саров, 1-8 ноября 2014 года

Четвёртый тур 07.11.14. Высшая лига, бои за 5 и 7 места.

1. Даны действительное ( > 0 и множество A, состоящее из натуральных чисел. Известно, что существует бесконечно много натуральных n, при которых пересечение A([1, n] содержит не менее чем (n элементов. Обозначим через B множество всех попарных разностей элементов из A. Докажите, что существует натуральное k такое, что среди любых k последовательных натуральных чисел хотя бы одно лежит в B. (H. Fürstenberg)
2. Докажите, что существуют семь различных натуральных чисел m1, ..., m7 и семь натуральных чисел n1, ..., n7 такие, что десятичная c запись каждого из этих 14 чисел есть перестановка цифр от 0 до 9 (возможно, начинающаяся с 0) и 
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. (И. Богданов, MathOverflow)
3. На окружности, описанной около треугольника ABC, отметили точки A0, B0 и C0 – середины дуг BAC, ABC и ACB соответственно. Пусть A1, B1 и C1 – точки Фейербаха треугольников AB0C0, A0BC0 и A0B0C соответственно. Докажите, что треугольники A0B0C0 и A1B1C1 подобны. (А. Якубов)
4. На плоскости дана выпуклая ограниченная фигура M; все её граничные точки лежат в M. Назовём единичный вектор 
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 опорным для граничной точки A множества M, если прямая, проходящая через A и перпендикулярная 
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, делит плоскость на две полуплоскости, и та из них, в которое направлен 
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, не содержит внутренних точек множества M. Число r > 0 выбрано так, что для любых двух точек A1, A2 границы фигуры M и любых их опорных векторов 
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|. Докажите, что для любой точки B, не лежащей в M, найдётся круг радиуса 1/r, содержащий M и не содержащий B. (М. Балашов, Г. Иванов)
5. На координатной плоскости нарисована кривая y3 = x2. Прямая пересекает эту кривую в трёх точках Ai(xi , yi). Докажите, что y1/x1 + y2/x2 + y3/x3 = 0. (Грузия, 2006)
6. Даны три неубывающих последовательности: a1 ( a2 ( … ( an, b1 ( b2 ( … ( bn, c1 ( c2 ( … ( cn. Известно, что
a1b1+a2b2+…+anbn = a1c1+a2c2+…+ancn = b1c1+b2c2+…+bncn = 0.
Докажите, что одна из последовательностей состоит из нулей. (MathOverflow)
7. Можно ли выбрать на плоскости две красных, две зелёных и две синих точки так, что все восемь треугольников, имеющих одну красную, одну синюю и одну зелёную вершину, подобны между собой? (И. Богданов, MathOverflow)
8. Дана координатная плоскость. Буквой «Г» на ней назовём объединение горизонтального и вертикального отрезков, имеющих общую вершину, причём для вертикального отрезка эта вершина – верхняя. Докажите, что для любых n синих и n красных точек на плоскости, все координаты которых различны, можно соединить их n непересекающимися буквами «Г» так, чтобы каждая точка была концом ровно одной из букв, а каждая буква соединяла красную и синюю точки. (Взято из блога D. Eppstein)
9. В графе расстояние между любыми вершинами не превосходит d (d > 1), и для любой вершины есть другая на расстоянии d от неё. Докажите, что в этом графе есть простой цикл, содержащий не менее 2d вершин. (Расстояние между вершинами – это количество рёбер в кратчайшем пути между ними.) (MathOverflow: S. Kozerenko, T. Huynh)
10. Даны сфера и фиксированная точка P внутри нее. Через P проводятся три попарно перпендикулярные хорды AA', BB' и CC'. Пусть X и X' – проекции P на плоскости ABC и A'B'C'. Доказать, что все прямые XX' проходят через одну точку. (А. Заславский)
Восемнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Саров, 1-8 ноября 2014 года

Четвёртый тур 07.11.14. Первая лига.

1. Биссектриса BL треугольника ABC пересекает его описанную окружность в точке M (отличной от B). Описанная окружность треугольника ALM пересекает продолжение стороны AB за точку A в точке N. Докажите, что NC ( BM. (Сообщил Н. Агаханов)
2. Найдите все отображения из f : N(N, принимающие в различных точках различные значения и удовлетворяющие условию 
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 при всех натуральных n и k, где n ≥ k. (Молдавия, 2014)
3. На окружности, описанной около треугольника ABC, отметили точки A0, B0 и C0 – середины дуг BAC, ABC и ACB соответственно. Пусть A1, B1 и C1 – точки пересечения медиан треугольников AB0C0, A0BC0 и A0B0C соответственно. Докажите, что треугольники A0B0C0 и A1B1C1 подобны. (А. Якубов, упрощение)
4. Множество A целых чисел назовём допустимым, если для любых двух его элементов x, y (возможно, совпадающих) все числа вида x2+kxy+y2 с целыми k также лежат в A. При каких ненулевых целых m и n можно утверждать, что если m и n лежат в A, то в A содержатся все целые числа? (Германия, отбор на ММО, 2013) 

5. Назовем конечное множество людей, некоторые из которых знакомы (знакомства взаимные) правдоподобным, если для любых двух незнакомых людей найдется третий человек, который с одним из этих двух знаком, а с другим – нет. Какое наименьшее количество знакомств может быть в правдоподобном множестве из n человек? (Л. Самойлов)
6. Даны три неубывающих последовательности: a1 ( a2 ( … ( an, b1 ( b2 ( … ( bn, c1 ( c2 ( … ( cn. Известно, что
a1b1+a2b2+…+anbn = a1c1+a2c2+…+ancn = b1c1+b2c2+…+bncn = 0.

Докажите, что одна из последовательностей состоит из нулей. (MathOverflow)
7. Можно ли выбрать на плоскости две красных, две зелёных и две синих точки так, что все восемь треугольников, имеющих одну красную, одну синюю и одну зелёную вершину, подобны между собой? (И. Богданов, MathOverflow)
8. В каждую клетку таблицы 77×77 записывается число +1 или –1. Сколькими способами это можно сделать так, чтобы в любом квадрате модуль суммы чисел не превосходил бы 1? (Turkey TST 2007)
9. Докажите, что 
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 для любых положительных x и y. (А.Пастор ПО МОТИВАМ Белоруссия, 2014)
10. Дана координатная плоскость. Буквой «Г» на ней назовём объединение горизонтального и вертикального отрезков, имеющих общую вершину, причём для вертикального отрезка эта вершина – верхняя. Докажите, что для любых 2n точек на плоскости, все координаты которых различны, можно соединить их n непересекающимися буквами «Г» так, чтобы каждая точка была концом ровно одной из букв. (Взято из блога D. Eppstein)
Восемнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Саров, 1-8 ноября 2014 года

Четвёртый тур 07.11.14. Вторая лига. Бой за 1 место.
1. Биссектриса BL треугольника ABC пересекает его описанную окружность в точке M (отличной от B). Описанная окружность треугольника ALM пересекает продолжение стороны AB за точку A в точке N. Докажите, что NC ( BM. (Сообщил Н. Агаханов)
2. Решите уравнение в натуральных числах x(y!+2y(x! = z!. (Эстония, 2011-2012)
3. На окружности, описанной около треугольника ABC, отметили точки A0, B0 и C0 – середины дуг BAC, ABC и ACB соответственно. Пусть A1, B1 и C1 – точки пересечения медиан треугольников AB0C0, A0BC0 и A0B0C соответственно. Докажите, что треугольники A0B0C0 и A1B1C1 подобны. (А. Якубов, упрощение)
4. Множество A целых чисел назовём допустимым, если для любых двух его элементов x, y (возможно, совпадающих) все числа вида x2+kxy+y2 с целыми k также лежат в A. При каких ненулевых целых m и n можно утверждать, что если m и n лежат в A, то в A содержатся все целые числа? (Германия, отбор на ММО, 2013) 

5. Назовем конечное множество людей, некоторые из которых знакомы (знакомства взаимные) правдоподобным, если для любых двух незнакомых людей найдется третий человек, который с одним из этих двух знаком, а с другим – нет. Какое наименьшее количество знакомств может быть в правдоподобном множестве из n человек? (Л. Самойлов)
6. Вещественные числа a и b таковы, что числа 
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 образуют в указанном порядке арифметическую прогрессию. Докажите, что следующим членом этой прогрессии является число 
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7. В пространстве даны 53 прямые, пересекающиеся в 1337 точках (через одну точку может проходить сразу несколько прямых). Докажите, что все эти прямые лежат в одной плоскости. (Из германских олимпиад).
8. В каждую клетку таблицы 77×77 записывается число +1 или –1. Сколькими способами это можно сделать так, чтобы в любом квадрате модуль суммы чисел не превосходил бы 1? (Turkey TST 2007)
9. Докажите, что 
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 для любых положительных x и y. (А.Пастор ПО МОТИВАМ Белоруссия, 2014)
10. В пространстве, где задана система координат, дано 2014 точек, разбитых на пары. Оказалось, что все 2014·3 координат этих точек попарно различны. Будем называть буквой «зю» трехзвенную ломаную, у которой каждое звено параллельно одной из координатных осей. Точки в каждой паре соединили буквой «зю». Докажите, что никакие две из этих букв «зю» не имеют общих точек. (И. Богданов)
Восемнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Саров, 1-8 ноября 2014 года

Четвёртый тур 07.11.14. Вторая лига. Бой за 3 место.
1. Биссектриса BL треугольника ABC пересекает его описанную окружность в точке M (отличной от B). Описанная окружность треугольника ALM пересекает продолжение стороны AB за точку A в точке N. Докажите, что NC ( BM. (Сообщил Н. Агаханов)
2. Решите уравнение в натуральных числах x(y!+2y(x! = z!. (Эстония, 2011-2012)
3. Натуральные числа от 1 до 127 разбили на несколько (больше, чем на одну) групп с равными суммами. Докажите, что этих групп – четное число. (Фольклор)
4. Имеется 10 треугольников. В каждом из них одну сторону покрасили в красный цвет, другую – в синий цвет, третью – в желтый цвет. Длины красных, белых и желтых сторон упорядочили: a1 ( a2 ( … ( a10, b1 ( b2 ( … ( b10, c1 ( c2 ( … ( c10. Докажите, что найдется такой индекс i, что из отрезков длины ai, bi, ci удастся сложить треугольник. (А. Якубов, упрощение)
5. Назовем конечное множество людей, некоторые из которых знакомы (знакомства взаимные) правдоподобным, если для любых двух незнакомых людей найдется третий человек, который с одним из этих двух знаком, а с другим – нет. Какое наименьшее количество знакомств может быть в правдоподобном множестве из 100 человек? (Л. Самойлов)
6. Вещественные числа a и b таковы, что числа 
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 образуют в указанном порядке арифметическую прогрессию. Докажите, что следующим членом этой прогрессии является число 
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. (сообщил Н.Агаханов)
7. Назовем натуральное число ровным, если оно записывается при помощи только одной ненулевой цифры. Сколько существует n-значных чисел, которые нельзя представить в виде суммы n ровных чисел с попарно разным количеством цифр?

8. На окружности с центром M взяты точки A и B так, что (AMB = 60°. Из произвольной точки P меньшей дуги AB проведены отрезки PX и PY так, что точка X лежит на отрезке MA и точка Y лежит на отрезке MB. Оказалось, что (PXM = 85° и (PYM = 95°. Докажите, что длина отрезка XY не зависит от выбора точки P. (Фольклор)
9. Докажите, что 
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 для любых положительных x и y. (А.Пастор ПО МОТИВАМ Белоруссия, 2014)
10. В пространстве, где задана система координат, дано 2014 точек, разбитых на пары. Оказалось, что все 2014·3 координат этих точек попарно различны. Будем называть буквой «зю» трехзвенную ломаную, у которой каждое звено параллельно одной из координатных осей. Точки в каждой паре соединили буквой «зю». Докажите, что никакие две из этих букв «зю» не имеют общих точек. (И. Богданов)
Восемнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Саров, 1-8 ноября 2014 года

Четвёртый тур 07.11.14. Высшая юниорская лига.

1. Последовательность натуральных чисел a1, a2, ... такова, что (am, an) = a(m,n) при всех натуральных m и n. Докажите, что существует последовательность натуральных чисел b1, b2, ... такая, что an = 
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 при всех натуральных n. (Иран, 2001)
2. Докажите, что существуют семь различных натуральных чисел m1, ..., m7 и семь натуральных чисел n1, ..., n7 такие, что десятичная запись каждого из этих 14 чисел есть перестановка цифр от 0 до 9 (возможно, начинающаяся с 0) и 
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3. На окружности, описанной около треугольника ABC, отметили точки A0, B0, и C0 – середины дуг BAC, ABC, и ACB соответственно. Пусть A1, B1 и C1 – точки пересечения медиан треугольников AB0C0, A0BC0 и A0B0C соответственно. Докажите, что треугольники A0B0C0 и A1B1C1 подобны. (А. Якубов, упрощение)
4. Окружности (1 и (2 касаются одной прямой в точках A и B соответственно и, кроме того, пересекаются в точках X и Y, из которых точка X лежит ближе к прямой AB. Прямая AX вторично пересекает (2 в точке P. Касательная к (2 в точке P пересекает прямую AB в точке Q. Докажите, что (XYB = (BYQ. (Польша, 2 этап, 2014)
5. Множество A целых чисел таково, что если для любых двух его элементов x, y (возможно, совпадающих) все числа вида x2+kxy+y2 с целыми k также лежат в A. При каких ненулевых целых m, n можно утверждать, что если m и n лежат в A, то в A содержатся все целые числа? (Германия, отбор на ММО, 2013)
6. Докажите, что 
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 для любых положительных x и y. (А. Пастор ПО МОТИВАМ Белоруссия, 2014)
7. Во всех клетках таблицы 2m(2n расставлены 1 и –1. Объединение строки и столбца таблицы назовём крестом, а клетку, стоящую на пересечении этих строки и столбца – центром креста. Отметим в таблице все клетки, в которых стоят минусы. Обработка таблицы состоит в том, что для каждого креста, центр которого отмечен, знаки во всех клетках этого креста меняются на противоположные. (Очевидно, порядок, в котором берутся кресты, не имеет значения.) Назовём таблицу достижимой, если она может быть получена обработкой какой-нибудь таблицы. Сколько существует достижимых таблиц? (Белоруссия, 2007)
8. Назовем натуральное число ровным, если оно не равно 0 и все цифры в его десятичной записи одинаковы. Сколько существует n-значных чисел, которые нельзя представить в виде суммы n ровных чисел с попарно разным количеством цифр? (О. Нечаева)
9. Наибольшее расстояние между вершинами в графе G равно d (d > 1). Оказалось, что для каждой вершины a есть вершина b, расстояние до которой равно d. Докажите, что в G есть простой цикл длины хотя бы 2d. (Напомним, что расстояние между вершинами в графе – это длина кратчайшего пути между ними). (MathOverflow: S. Kozerenko, T. Huynh)
10. Дана координатная плоскость. Буквой «Г» на ней назовём объединение горизонтального и вертикального отрезков, имеющих общую вершину, причём для вертикального отрезка эта вершина – верхняя. Докажите, что для любых n синих и n красных точек на плоскости, все координаты которых различны, можно соединить их n непересекающимися буквами «Г» так, чтобы каждая точка была концом ровно одной из букв, а каждая буква соединяла красную и синюю точки. (Взято из блога D. Eppstein)
Восемнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Саров, 1-8 ноября 2014 года

Четвёртый тур 07.11.14. Первая юниорская лига. Бои за 1 и 3 места.
1. Известно, что a1b1+a2b2 = a1c1+a2c2 = b1c1+b2c2 = 0. Докажите, что хотя бы в одной из пар (a1, a2), (b1, b2) и (c1, c2) оба числа равны нулю. (Радикальное упрощение задачи из высшей старшей лиги)
2. Докажите, что существуют семь различных натуральных чисел m1, ..., m7 и семь натуральных чисел n1, ..., n7 такие, что десятичная запись каждого из этих 14 чисел есть перестановка цифр от 0 до 9 (возможно, начинающаяся с 0) и 
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3. Биссектриса BL треугольника ABC пересекает его описанную окружность в точке M (отличной от B). Описанная окружность треугольника ALM пересекает продолжение стороны AB за точку A в точке N. Докажите, что NC ( BM. (Сообщил Н. Агаханов)
4. Выпуклый четырехугольник ABCD таков, что (B = (C = 120(, AD2 = AB2+BC2+CD2. Докажите, что ABCD – описанный. (Монголия, 2014)
5. Множество A целых чисел таково, что если для любых двух его элементов x, y (возможно, совпадающих) все числа вида x2+kxy+y2 с целыми k также лежат в A. При каких ненулевых целых m, n можно утверждать, что если m и n лежат в A, то в A содержатся все целые числа? (Германия, отбор на ММО, 2013)
6. Докажите, что 
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 для любых положительных x и y. (А.Пастор ПО МОТИВАМ Белоруссия, 2014)
7. В каждую клетку таблицы 77×77 записывается число + 1 или – 1. Сколькими способами это можно сделать так, чтобы в любом квадрате модуль суммы чисел не превосходил бы 1? (Turkey TST 2007)
8. Назовем натуральное число ровным, если оно не равно 0 и все цифры в его десятичной записи одинаковы. Сколько существует n-значных чисел, которые нельзя представить в виде суммы n ровных чисел с попарно разным количеством цифр? (О. Нечаева)
9. Каждая из 101 фишки покрашена в какой-то цвет. Известно, что среди любых 10 фишек есть три одноцветных. При каком наибольшем k можно утверждать, что обязательно есть k одноцветных фишек? (Сообщил Н. Агаханов)
10. Дана координатная плоскость. Буквой «Г» на ней назовём объединение горизонтального и вертикального отрезков, имеющих общую вершину, причём для вертикального отрезка эта вершина – верхняя. Докажите, что для любых n синих и n красных точек на плоскости, все координаты которых различны, можно соединить их n непересекающимися буквами «Г» так, чтобы каждая точка была концом ровно одной из букв, а каждая буква соединяла красную и синюю точки. (Взято из блога D. Eppstein)
Восемнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Саров, 1-8 ноября 2014 года

Четвёртый тур 07.11.14. Первая юниорская лига. Бои за 5 и 7 места.
1. Известно, что a1b1+a2b2 = a1c1+a2c2 = b1c1+b2c2 = 0. Докажите, что хотя бы в одной из пар (a1, a2), (b1, b2) и (с1, с2) оба числа равны нулю. (Радикальное упрощение задачи из высшей старшей лиги)
2. Каждую клетку квадрата 3×3 покрасили в свой цвет. Разрешается сколько угодно раз переставлять строки со строками или столбцы со столбцами. Сколько разных узоров можно получить таким образом? (Фольклор)
3. Биссектриса BL треугольника ABC пересекает его описанную окружность в точке M (отличной от B). Описанная окружность треугольника ALM пересекает продолжение стороны AB за точку A в точке N. Докажите, что NC ( BM. (Сообщил Н. Агаханов)
4. В прямоугольном треугольнике ABC угол C равен 90(. Окружность, построенная на высоте CD как на диаметре, пересекает сторону AC в точке E, а сторону BC – в точке F. Отрезки EF и CD пересекаются в точке G. Оказалось, что CE(CF = CG2. Найдите углы треугольника ABC. (Сообщил Н. Агаханов)
5. Докажите, что при любом натуральном n выполняется неравенство 
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6. Каждая из 101 фишки покрашена в какой-то цвет. Известно, что среди любых 10 фишек есть три одноцветных. При каком наибольшем k можно утверждать, что обязательно есть k одноцветных фишек?

 (Сообщил Н. Агаханов)
7. Дана координатная плоскость. Буквой «Г» на ней назовём объединение горизонтального и вертикального отрезков, имеющих общую вершину, причём для вертикального отрезка эта вершина – верхняя. Докажите, что для любых 2n точек на плоскости, все координаты которых различны, можно соединить их n непересекающимися буквами «Г» так, чтобы каждая точка была концом ровно одной из букв. (Взято из блога D. Eppstein)
8. Назовем натуральное число ровным, если оно не равно 0 и все цифры в его десятичной записи одинаковы. Сколько существует десятизначных чисел, которые нельзя представить в виде суммы 10 ровных чисел с попарно разным количеством цифр? (О. Нечаева)
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