Восемнадцатый международный математический турнир старшеклассников

“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Саров, 1-8 ноября 2014 года

ЛИЧНАЯ ОЛИМПИАДА 8.11.14. СЕНЬОРЫ.
Довывод

1. У детей есть шарики десяти различных цветов и 120 коробок. Дети положили в каждую коробку по три шарика трёх различных цветов. Оказалось, что в любых двух коробках лежат разные наборы цветов. Учитель хочет написать на каждой коробке цвет одного из шариков, лежащих в ней, таким образом, чтобы дети, видя эти 120 надписей, смогли хотя бы про одну коробку с уверенностью сказать, шарики каких трёх цветов в ней лежат. Сможет ли он это сделать? (И. Богданов)
2. Точка H – ортоцентр остроугольного треугольника ABC. Окружность (1 с центром на отрезке BC, проходящая через H и B, пересекает отрезок AB в точке M, а окружность (2 с центром на отрезке BC, проходящая через H и C, пересекает отрезок AC в точке N. Докажите, что точки M, N и H лежат на одной прямой. (Donwgrade Romanian selection, 2014)
3. Пусть d(n) – число делителей натурального числа n. Найдите все возрастающие последовательности натуральных чисел a1, a2, … такие, что d(ai+aj) = d(i+j) при всех натуральных i и j. (Форум oliforum)
4. Дана белая клетчатая таблица n(n, где n > 100. Пусть A – количество способов покрасить некоторые её клетки в красный и синий цвета так, чтобы в каждой строке было ровно 5 красных и ровно 5 синих клеток. Пусть B – количество способов покрасить некоторые клетки таблицы в красный или синий цвет так, чтобы в каждой строке было ровно 5 красных, а в каждом столбце – ровно 5 синих клеток. (В обоих случаях клетку нельзя красить в оба цвета.) Что больше – A или B? (ЮАР 2014)
Вывод

5. Существует ли выпуклый многогранник, проекция которого на любую плоскость, не перпендикулярную ни одной из его граней, является выпуклым 2017-угольником? (MathOverflow)
6. Докажите, что существует такое натуральное n, что при любой раскраске всех непустых подмножеств множества {1, 2, …, n} в 1000 цветов найдутся два непересекающихся подмножества A,B ( {1, 2, …, n} такие, что подмножества A, B и A ( B имеют один и тот же цвет. (Иран 2012)
7. У многочлена P(x) = xn+pn–1xn–1+…+p0 есть n действительных корней, причём коэффициенты pi, pi+1, …, pj положительны. Докажите, что существует такой индекс k (i ( k ( j), что pi ( … ( pk ( … ( pj. (MathOverflow)
Восемнадцатый международный математический турнир старшеклассников
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Саров, 1-8 ноября 2014 года

ЛИЧНАЯ ОЛИМПИАДА 8.11.14. ЮНИОРЫ.

Довывод

1. Дети изготовили 45 двусторонних карточек. На обеих сторонах каждой из них написано по цифре, причём цифры на каждой из карточек различны, и каждая пара различных цифр встречается ровно на одной карточке. Учитель выкладывает эти карточки на стол. Он хочет, чтобы дети сумели определить хотя бы про одну карточку, какая цифра на её обратной стороне. Сможет ли он это сделать? (И. Богданов)
2. Точки A, B, C лежат на графике y = x2. Оказалось, что медиана BM треугольника ABC параллельна оси ординат и имеет длину 2. Найдите площадь треугольника ABC. (Белоруссия, 2014)
3. Точка A не лежит на окружности (. Рассмотрим всевозможные правильные треугольники PQR, вписанные в (. Прямые AP, AQ и AR вторично пересекают ( в точках U, V и W соответственно. Докажите, что величина 
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 не зависит от выбора треугольника PQR. (David Monk, New Problems in Euclidean Geometry)
4. Пусть d(n) – число делителей натурального числа n. Найдите все возрастающие последовательности натуральных чисел a1, a2, … такие, что d(ai+aj) = d(i+j) при всех натуральных i и j. (Форум oliforum)
Вывод

5. Диагонали AC и BD вписанного четырёхугольника ABCD пересекаются в точке E. Продолжения стороны AD за точку A и стороны BC за точку B пересекаются в точке F. Точка G такова, что ECGD – параллелограмм, а точка H симметрична E относительно прямой AD. Докажите, что точки D, H, F и G лежат на одной окружности. (Молдавия, отбор на ММО, 2013)
6. Сумма трёх неотрицательных чисел a, b, c равна 2. Докажите, что 
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. (Украина, 2013, заключительный этап)
7. Каждая клетка доски 2014(2014 раскрашена в черный или белый цвет. Будем переставлять как угодно столбцы и смотреть, сколько получится раскрасок главной диагонали. Найдите наибольшее возможное количество таких раскрасок. (Bilkent University, Problem of the Month, январь 2014)
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Решения задач личной олимпиады старшей группы.

Задача 1. У детей есть шарики десяти различных цветов и 120 коробок. Дети положили в каждую коробку по три шарика трёх различных цветов. Оказалось, что в любых двух коробках лежат разные наборы цветов. Учитель хочет написать на каждой коробке цвет одного из шариков, лежащих в ней, таким образом, чтобы дети, видя эти 120 надписей, смогли хотя бы про одну коробку с уверенностью сказать, шарики каких трёх цветов в ней лежат. Сможет ли он это сделать?
Ответ. Сможет. Решение. Пусть три из 10 цветов – это красный, синий и зелёный (назовём их выделенными). На каждой коробке, в которой есть шарик невыделенного цвета, учитель напишет любой подходящий невыделенный цвет; на коробке, содержащей шарики трёх выделенных цветов, он напишет любой из них. Тогда по надписям на коробках выясняется, что в каждой коробке, кроме одной, есть шарик невыделенного цвета. Значит, тройка выделенных цветов – в оставшейся.
Задача 2. Точка H – ортоцентр остроугольного треугольника ABC. Окружность (1 с центром на отрезке BC, проходящая через H и B, пересекает отрезок AB в точке M, а окружность (2 с центром на отрезке BC, проходящая через H и C, пересекает отрезок AC в точке N. Докажите, что точки M, N и H лежат на одной прямой.
Решение. Пусть D – основание высоты из точки A. Проведем через точку H прямую, параллельную AB; пусть она пересекает BC в точке K. Так как HK ( CH, то CK – диаметр окружности (2. Из вписанного четырехугольника CKHN имеем (NHK = 180(–(NHK+(KHD = (NCK+(BAH = (C+(90(–(B). Аналогично показываем, что (MHA = (B+(90(–(C). Получатся, что (NHA+(MHA = 180(, что и требовалось.
Задача 3. Пусть d(n) – число делителей натурального числа n. Найдите все возрастающие последовательности натуральных чисел a1, a2, … такие, что d(ai+aj) = d(i+j) при всех натуральных i и j.
Ответ. ai = i. Решение. Возьмём любое простое p и положим i = j = 2p–2. Получится, что 
d(2
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 – (p–1)-я степень простого числа, то есть, 
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= 2p–2. Так как последовательность (ai) возрастает и состоит из натуральных чисел, ai = i при всех натуральных i.

Задача 4. Дана белая клетчатая таблица n(n, где n > 100. Пусть A – количество способов покрасить некоторые её клетки в красный и синий цвета так, чтобы в каждой строке было ровно 5 красных и ровно 5 синих клеток. Пусть B – количество способов покрасить некоторые клетки таблицы в красный или синий цвет так, чтобы в каждой строке было ровно 5 красных, а в каждом столбце – ровно 5 синих клеток. (В обоих случаях клетку нельзя красить в оба цвета.) Что больше – A или B?
Ответ. A больше, чем B. Решение. Покрасим в каждой строчке по пять клеток в красный цвет. Данная раскраска клеток в красный цвет вносит в A ровно
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вариантов, поскольку в каждой из n строчек синие клетки можно выбрать (n–5)(n–6)(n–7)(n–8)(n–9)/5! способами. Пусть s1, s2, …, sn– количество оставшихся белых клеток в первом, втором, …, n-ом столбце соответственно. Тогда в j–ом столбце пять синих клеток мы можем выбрать 
sj(sj–1)(sj–2)(sj–3)(sj–4)/5! способами. Таким образом, в B данная раскраска клеток в красный цвет вносит не больше, чем 
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; здесь в первом переходе мы воспользовались неравенством для средних, а во втором – тем, что 
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= n2–5n. Отсюда следует, что A ( B. Чтобы доказать, что A > B, достаточно заметить, что существуют такие раскраски клеток в красный цвет, при которых в B не вносится ничего, а в A – вносится. Например, такой является раскраска первых пяти столбцов в красный цвет.
Задача 5. Существует ли выпуклый многогранник, проекция которого на любую плоскость, не перпендикулярную ни одной из его граней, является выпуклым 2017-угольником?
Ответ. Существует. Решение. Примером служит, в частности, правильная 2015-угольная призма. Предположим, что мы проектируем её вдоль некоторой прямой l, не параллельной ни одной из граней, на плоскость (. Проведём через каждое ребро призмы плоскость, параллельную l. Нетрудно видеть, что для каждого ребра основания одна из двух таких плоскостей, параллельных ему, не будет пересекать призму по внутренней точке, а для боковых рёбер таких плоскостей будет две (это – параллельные плоскости, содержащие боковые рёбра и такие, что призма лежит между ними). Пересечения этих плоскостей с ( ограничивают 2017-угольник, являющийся проекцией нашей призмы.
Задача 6. Докажите, что существует такое натуральное n, что при любой раскраске всех непустых подмножеств множества {1, 2, …, n} в 1000 цветов найдутся два непересекающихся подмножества A,B ( {1, 2, …, n} такие, что подмножества A, B и A ( B имеют один и тот же цвет.
Решение. На протяжении решения мы будем рассматривать только подмножества множества {1, ..., n}, имеющие вид (i, j] = {i+1, i+2, ..., j}. Докажем индукцией по k, что существует такое n = n(k), при котором для любой покраски подмножеств множества {1, 2, ..., n} в k цветов найдутся два непересекающихся подмножества A, B ( {1, 2, ..., n} такие, что подмножества A, B и A ( B имеют один и тот же цвет. (Напомним здесь, что не только A и B, но и A ( B должны иметь вид (i, j].) При k = 1 можно выбрать n = 2.
Пусть k > 1. Положим s = n(k–1) и n(k) = 2ks. Среди множеств {1}, {1, 2}, ..., {1, 2, ..., 2ks} есть n(k)/k > s одноцветных; пусть это множества A1 = X1, A2 = X1 ( X2, ..., As+1} = X1(...(Xs+1, окрашенные в k-й цвет. Если какое-либо множество Xi(Xi+1(...(Xj = Aj\Ai–1 окрашено в k-й цвет, искомыми будут оно, Ai и Aj. Допустим противное. Рассмотрим множества, составленные из X2, X3, ..., Xs+1. Каждый отрезок из этих подмножеств окрашен в один из первых k–1 цветов, и количество подмножеств X2, ..., Xs+1 хотя бы s. В итоге мы получаем требуемую тройку подмножеств вида Xi+1(...(Xj, что и требовалось.
Задача 7. У многочлена P(x) = xn+pn–1xn–1+…+p0 есть n действительных корней, причём коэффициенты pi, pi+1, …, pj положительны. Докажите, что существует такой индекс k (i ( k ( j), что pi ( … ( pk ( … ( pj.
Решение. При j–i ( 1 утверждение очевидно; пусть j ( i–2. Для доказательства существования такого k достаточно доказать, что не существует такого k (i  (k ( j–2), что pk+2 > pk+1 < pk. Предположим, что такое k найдется. Тогда рассмотрим k-ю производную Q(x) многочлена P(x); она имеет d = n–k действительных корней y1, y2, ..., yd. Последними младшими одночленами в Q(x) являются (k+2)(k+1)(…(3(pk+2(x2, (k+1)k(…(2(pk+1(x, k(k–1)(…(1(pk. Положим zi = 1/yi, 1 ( i ( d. По теореме Виета имеем
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По неравенству о средних
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Подставим (*) в полученные выражения. После упрощения получаем 
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. По предположению, левая часть меньше 1, тогда и правая часть не больше 1, но это неравенство равносильно тому, что 0 ( n+1, противоречие.
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Решения задач личной олимпиады младшей группы.

Задача 1. Дети изготовили 45 двусторонних карточек. На обеих сторонах каждой из них написано по цифре, причём цифры на каждой из карточек различны, и каждая пара различных цифр встречается ровно на одной карточке. Учитель выкладывает эти карточки на стол. Он хочет, чтобы дети сумели определить хотя бы про одну карточку, какая цифра на её обратной стороне. Сможет ли он это сделать?
Ответ. Сможет. Решение. Достаточно положить карточки так, чтобы не было видно ни одного нуля и была видна только одна единица. На обороте карточки с единицей должен быть нуль, потому что она обязана лежать единицей вверх.
Задача 2. Точки A, B, C лежат на графике y = x2. Оказалось, что медиана BM треугольника ABC параллельна оси ординат и имеет длину 2. Найдите площадь треугольника ABC.
Ответ. 
[image: image12.wmf]22

 Решение. Обозначим координаты точек A(xa, ya), B(xb, yb), C(xc, yc). Тогда ya = xa2, yb = xb2, yc = xc2. Точка M имеет координаты (xm, ym), где xm = (xa+xc)/2, ym = (ya+yc)/2. По условию xb = xm и ym–yb = 2. Площадь S(ABC) равна |xc–xa|(ym–yb)/2 = |xc–xa|. Заметим, что ym–yb = 2 ( (xa2+xc2)/2–(xa+xc)2/4 = 2 ( (xa–xc)2/4 = 2 ( |xa–xc| = 
[image: image13.wmf]22

.
Задача 3. Точка A не лежит на окружности (. Рассмотрим всевозможные правильные треугольники PQR, вписанные в (. Прямые AP, AQ и AR вторично пересекают ( в точках U, V и W соответственно. Докажите, что величина 
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 не зависит от выбора треугольника PQR.
Решение. Имеем 
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. В знаменателе константа, равная степени точки A относительно окружности. Осталось доказать, что S = AP2+AQ2+AR2 – константа. Пусть O – центр окружности. Тогда 
S = 
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Задача 4. Пусть d(n) – число делителей натурального числа n. Найдите все возрастающие последовательности натуральных чисел a1, a2, … такие, что d(ai+aj) = d(i+j) при всех натуральных i и j.
Ответ. ai = i. Решение. Возьмём любое простое p и положим i = j = 2p–2. Получится, что 
d(2
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) = d(2p–1) = p, то есть 2
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 – (p–1)-я степень простого числа, то есть, 
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= 2p–2. Поскольку последовательность (ai) возрастает и состоит из натуральных чисел, это значит, что ai = i при всех натуральных i.
Задача 5. Диагонали AC и BD вписанного четырёхугольника ABCD пересекаются в точке E. Продолжения стороны AD за точку A и стороны BC за точку B пересекаются в точке F. Точка G такова, что ECGD – параллелограмм, а точка H симметрична E относительно прямой AD. Докажите, что точки D, H, F и G лежат на одной окружности.
Решение. Имеем
(GFH+(GDH = (GFD+(HFD+(HDF+(EDF+(EDG = (GFD+(EFD+(EDF+(EDF+((EDC+(ECD).
Так как из вписанности (EDF = (ECF, то в предыдущей сумме углов все слагаемые кроме первого составляют сумму углов треугольника FCD за вычетом угла CFE. Итак, (GFH+(GDH = (GFD+(180(–(CFE), значит для решения задачи достаточно доказать равенство углов (GFD = (CFE.
Применив теоремы синусов для треугольников FEC, FED, FGC, FGD имеем sin CFE = CE(sinFCE / FE, sin DFE = DE(sin FDE / FE; sin DFG = DG(sin FDG / FG, sin CFG = CG(sin FCG / FG. Отсюда с учетом равенств (FCG = (FCE+(ECG = (FDE+(EDG = (FDG, CE = DG, ED = CG, (FCE = (FDE (вписанность), получим sin CFE / sin DFE = sin DFG / sin CFG , откуда (поскольку лучи FE и FG находятся внутри угла CFD) легко следует, что (CFE = (DFG, (CFG = (DFE.
Задача 6. Сумма трёх неотрицательных чисел a, b, c равна 2. Докажите, что 
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Решение. Без ограничения общности примем, что a ( b ( c. Имеем 
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. Далее, по неравенству о среднем арифметическом и среднем квадратичном 
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Поскольку 8(b2+c2+ab+ac) ( (a+3b+2c)2 (разность правой и левой части равна (a–b–2c)2+8c(b–c)), получаем 
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. Сложение полученных оценок даёт требуемое неравенство.
Задача 7. Каждая клетка доски 2014(2014 раскрашена в черный или белый цвет. Будем переставлять как угодно столбцы и смотреть, сколько получится раскрасок главной диагонали. Найдите наибольшее возможное количество таких раскрасок.
Ответ. 2n–n. Решение. Оценка. Обозначим через ci,j цвет клетки в i-й строке и j-м столбце, а через c’i,j – противоположный цвет. Главная диагональ может быть раскрашена 2n способами. Рассмотрим два случая: в таблице есть одинаково раскрашенные столбцы, или раскраски всех столбцов различны. Пусть раскраски всех столбцов различны. Для каждого столбца с номером j, 1 ( j ( n, диагональ не может иметь раскраску c’1,j,c’2,j, …, c’n,j. В самом деле, если j-й столбец при некоторой перестановке перешел на место k-го столбца, то клетка на диагонали в k-й строке и k-м столбце будет покрашена в цвет ck,j, и поэтому не может иметь цвет c’k,j. Таким образом, из всех 2n раскрасок диагонали исключаются хотя бы n раскрасок.
Пусть теперь i-й и j-й столбец раскрашены одинаково. Докажем, что для каждого натурального k, 1 ( j ( n, диагональ не может иметь раскраску c’1,j, c’2,j, …, ck,j, …, c’n,j. В самом деле, хотя бы один из двух столбцов с номерами i и j при перестановке попал на место s-го столбца, где s ≠ k. Без ограничения общности, пусть это будет столбец с номером j. Тогда клетка на диагонали в s-й строке и s-м столбце покрашена в цвет cs,j, и поэтому не может иметь цвет c’s,j = c’s,i. Таким образом, в случае, если есть два одинаково раскрашенных столбца, из всех 2n раскрасок диагонали тоже исключаются хотя бы n раскрасок.
Пример. Раскрасим диагональ в черный цвет, а все остальные клетки – в белый. Тогда можно получить все раскраски диагонали, кроме тех, когда на диагонали ровно одна белая клетка. В самом деле, целиком черную раскраску диагонали получить можно. Если же мы хотим получить раскраску, в которой на диагонали стоят 1 ( s ( n–2 черных клеток в произвольных s столбцах, то оставим на диагонали нужные столбцы, а остальные n–s ( 2 столбца переставим по циклу (или любым другим способом, при котором каждый столбец смещается со своего места).
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