Восемнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Саров, 1-8 ноября 2014 года

Второй тур 04.11.14. Высшая лига.

1. В кружок записалось несколько школьников (не менее пяти). Оказалось, что у любых трёх школьников одного пола ровно один общий знакомый другого пола, и у любых двух школьников одного пола ровно два общих знакомых другого пола. Сколько школьников могло быть в кружке? (С. Волчёнков)
2. Пусть P(x) – многочлен степени n > 1. На плоскости нарисовали графики y = P(x) и x = P(y), сдвинутые на некоторые векторы. Оказалось, что n из общих точек сдвинутых графиков лежат на одной прямой, и эта прямая образует разные углы с координатными осями. При каких n такое возможно? (И. Богданов)
3. Тетраэдр ABCD с остроугольными гранями вписан в сферу с центром O. Прямая, проходящая через O перпендикулярно плоскости ABC, пересекает эту сферу в точке D' такой, что D и D' лежат по разные стороны от плоскости ABC. Прямая DD' пересекает плоскость ABC в точке P, лежащей внутри треугольника ABC. Докажите, что если (APB = 2(ACB, то (ADD' = (BDD'. (Польша, 3 этап, 2014)
4. Дано натуральное число k. Найдите наименьшее действительное ( такое, что при всех натуральных n верно неравенство НОД
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5. Петя взял k карточек (k > 1) и покрасил каждую с одной стороны либо в красный, либо в зелёный цвет. Затем он выложил эти карточки по кругу окрашенными сторонами вниз. За ход Вася может указать на любое множество карточек и выяснить, правда ли, что на карточках этого множества встречаются оба цвета. После нескольких ходов он должен либо указать две соседних карточки разных цветов, либо доказать, что все карточки одноцветны. За какое наименьшее число ходов он гарантированно может это сделать? (Жюри)
6. Назовем центром трехклеточного уголка точку, принадлежащую всем трем его клеткам. Клетчатую доску 99(99 полностью и без наложений покрыли не выходящими за её пределы трехклеточными уголками, после чего каждый уголок повернули вокруг своего центра или на 90( (в любом направлении), или на 180(. Докажите, что при этом какая-то клетка доски оказалась непокрытой ни одним уголком. (А. Грибалко)
7. Существует ли такое натуральное N, что в любой возрастающей арифметической прогрессии из N натуральных чисел найдётся число, делящееся на простое, большее 10000? (MathOverflow)
8. Трапеция ABCD с боковыми сторонам AB и CD вписана в окружность Ω. Точки X1 и X2 выбраны на стороне AB, а точки Y1 и Y2 – на стороне CD так, что BX1 = DY1 и BX2 = DY2. Отрезки X1Y1 и X2Y2 пересекаются в точке E. Прямая X1Y1 пересекает Ω в точках Z1 и T1, а прямая X2Y2 – в точках Z2 и T2, причём точки X1 и X2 лежат на отрезках Z1Y1 и Z2Y2 соответственно. Окружности, описанные около треугольников EX1Z2 и EX2Z1 пересекаются в точке P. Окружности, описанные около треугольников EY1T2 и EY2T1 пересекаются в точке Q. Докажите, что точки E, P и Q лежат на одной прямой. (А. Якубов)
9. Числа a1, a2, …, a28 таковы, что для любых двух различных индексов i и j существует такой индекс k, отличный от них, что aiaj = 
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. Найдите все такие наборы чисел a1, a2, …, a28. (M. Jafari, изменено К. Суховым)
10. На плоскости даны точки A и B на расстоянии 1 друг от друга. Ломаная соединяет эти точки. При движении точки X вдоль ломаной от A к B, расстояние XA монотонно возрастает, а расстояние XB монотонно убывает. Какие значения может принимать длина такой ломаной? (MathOverflow)
Восемнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Саров, 1-8 ноября 2014 года

Второй тур 04.11.14. Первая лига.

1. В кружок записалось несколько школьников (не менее пяти). Оказалось, что у любых трех школьников одного пола ровно один общий знакомый другого пола, и у любых двух школьников одного пола ровно два общих знакомых другого пола. Сколько школьников могло быть в кружке? (С. Волченков)
2. Пусть P(x) – многочлен степени n > 1. На плоскости нарисовали графики y = P(x) и x = P(y), сдвинутые на некоторые векторы. Оказалось, что n из общих точек сдвинутых графиков лежат на прямой y = x. Докажите, что сдвинутые графики симметричны относительно этой прямой. (И. Богданов)
3. Тетраэдр ABCD с остроугольными гранями вписан в сферу с центром O. Прямая, проходящая через O перпендикулярно плоскости ABC, пересекает эту сферу в точке D' такой, что D и D' лежат по разные стороны от плоскости ABC. Прямая DD' пересекает плоскость ABC в точке P, лежащей внутри треугольника ABC. Докажите, что если (APB = 2(ACB, то (ADD' = (BDD'. (Польша, 3 этап, 2014)
4. Докажите, что если для простого числа p и натурального числа k число k3+pk2 является точным кубом, то p–1 делится на 3. (Окружная Сербия, 2013)
5. Петя взял 1000 карточек и покрасил каждую с одной стороны либо в красный, либо в зелёный цвет. Затем он выложил эти карточки в ряд окрашенными сторонами вниз. За ход Вася может указать на любое множество карточек и выяснить, правда ли, что на карточках этого множества встречаются оба цвета. Вася может сделать 10 ходов, а затем он должен либо указать две соседних карточки разных цветов, либо доказать, что все карточки одноцветны. Может ли он это сделать? (С. Волчёнков, А. Шаповалов)
6. Назовем центром трехклеточного уголка точку, принадлежащую всем трем его клеткам. Шахматную доску 99(99 полностью и без наложений покрыли не выходящими за её пределы трехклеточными уголками, после чего каждый уголок повернули вокруг своего центра на 90( (в любом направлении). Докажите, что при этом какая-то клетка доски оказалась не покрытой ни одним уголком. (А. Грибалко, упрощение)
7. Последовательность натуральных чисел a1, a2, a3, ... такова, что ai+aj = am+an при всех натуральных i, j, m и n с условием ij = mn. Докажите, что если m делится на n, то am ≥ an. (Фольклор)
8. Во вписанном четырехугольнике ABCD стороны BC и CD равны. Окружность Ω с центром C касается отрезка BD. Точка I – центр вписанной окружности треугольника ABD. Докажите, что прямая, проходящая через I параллельно AB, касается Ω. (Чешско-польско-словацкое математическое соревнование, 2013)
9. Решите систему уравнений: 
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. (M. Jafari)
10. Муха пролетела в пространстве из точки A в точку B, расстояние между которыми 10 метров. Известно, что расстояние от A до мухи все время строго возрастало, а расстояние от B до мухи все время строго убывало. Могло ли случиться так, что муха пролетела более 1 км? (Жюри)
Восемнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Саров, 1-8 ноября 2014 года

Второй тур 04.11.14. Вторая лига.

1. В кружок записалось несколько школьников (не менее пяти). Оказалось, что у любых трех школьников одного пола ровно один общий знакомый другого пола, и у любых двух школьников одного пола ровно два общих знакомых другого пола. Сколько школьников могло быть в кружке? (С. Волченков)
2. Петя взял 30 карточек и покрасил каждую с одной стороны либо в красный, либо в зеленый цвет. Затем он выложил эти карточки в ряд окрашенными сторонами вниз. За ход Вася может указать на любое множество карточек и выяснить, правда ли, что на карточках этого множества встречаются оба цвета. После нескольких ходов он должен либо указать две соседних карточки разных цветов, либо доказать, что все карточки одноцветны. Всегда ли Вася сможет это сделать за 5 ходов? (Жюри)
3. Решите систему уравнений: 
[image: image5.wmf]222

222

,,

111

abc

bccaab

abc

===

+++

. (M. Jafari)
4. Дан тетраэдр с остроугольными гранями. Может ли центр описанной около него сферы лежать вне него? (И. Богданов)
5. Назовем центром трехклеточного уголка точку, принадлежащую всем трем его клеткам. Шахматную доску 99(99 полностью и без наложений покрыли не выходящими за её пределы трехклеточными уголками, после чего каждый уголок повернули вокруг своего центра на 90( (в любом направлении). Докажите, что при этом какая-то клетка доски оказалась не покрытой ни одним уголком. (А. Грибалко, упрощение)
6. Пусть P(x) – квадратный трёхчлен. На плоскости нарисовали графики y = P(x) и x = P(y), сдвинутые на некоторые векторы. Оказалось, что две из общих точек сдвинутых графиков лежат на прямой y = x. Докажите, что сдвинутые графики симметричны относительно этой прямой. (И. Богданов)
7. Последовательность натуральных чисел a1, a2, a3, ... такова, что ai+aj = am+an при всех натуральных i, j, m и n с условием ij = mn. Докажите, что если m делится на n, то am ≥ an. (Фольклор)
8. Во вписанном четырехугольнике ABCD стороны BC и CD равны. Окружность Ω с центром C касается отрезка BD. Точка I – центр вписанной окружности треугольника ABD. Докажите, что прямая, проходящая через I параллельно AB, касается Ω. (Чешско-польско-словацкое математическое соревнование, 2013)
9. Десять пиратов делят добычу из золотых и серебряных монет, в которой серебряных монет в два раза больше, чем золотых. Они поделили между собой все золотые монеты так, что разность количеств золотых монет у любых двоих из них не делится на 10. Докажите, что им не удастся разделить и серебряные монеты по такому же принципу. (Словения, 2009)
10. Поезд идет из Москвы в Саров с двумя промежуточными остановками; между остановками он движется по прямой. Саша заметил, что на каждой остановке, включая конечную в Сарове, расстояние до Москвы было не меньше, чем на предыдущей остановке, а расстояние до Сарова – не больше. Какой наибольший путь мог пройти поезд, если расстояние от Москвы до Сарова равно 500 км? (MathOverflow)
Восемнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Саров, 1-8 ноября 2014 года

Второй тур 04.11.14. Высшая юниорская лига.

1. Дано натуральное t. Докажите, что для бесконечно многих натуральных n наибольший общий делитель чисел n и 
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. (MathOverflow, упрощение)
2. Пусть P(x) – многочлен степени n > 1. На плоскости нарисовали графики y = P(x) и x = P(y), сдвинутые на некоторые векторы. Оказалось, что n из общих точек сдвинутых графиков лежат на прямой y = x. Докажите, что сдвинутые графики симметричны относительно этой прямой. (И. Богданов)
3. О натуральных числах a1, a2, …, ak, b1, b2, …, bn известно, что 1 < a1 < a2 < … < ak < b1 < b2 < … < bn и a1+a2+…+ak > b1+b2+…+bn. Докажите, что a1(a2(…(ak > b1(b2(…(bn. (Польша, 3 этап, 2014)
4. Трапеция ABCD с боковыми сторонам AB и CD вписана в окружность Ω. Точки X1 и X2 выбраны на стороне AB, а точки Y1 и Y2 – на стороне CD так, что BX1 = DY1 и BX2 = DY2. Отрезки X1Y1 и X2Y2 пересекаются в точке E. Прямая X1Y1 пересекает Ω в точках Z1 и T1, а прямая X2Y2 – в точках Z2 и T2, причём точки X1 и X2 лежат на отрезках Z1Y1 и Z2Y2 соответственно. Окружности, описанные около треугольников EX1Z2 и EX2Z1 пересекаются в точке P. Окружности, описанные около треугольников EY1T2 и EY2T1 пересекаются в точке Q. Докажите, что точки E, P и Q лежат на одной прямой. (А. Якубов)
5. Петя взял 1000 карточек и покрасил каждую с одной стороны либо в красный, либо в зелёный цвет. Затем он выложил эти карточки по кругу окрашенной стороной вниз. За ход Вася может указать на любое множество карточек и выяснить, правда ли, что на карточках этого множества встречаются оба цвета. Вася может сделать 10 ходов, а затем он должен либо указать две соседних карточки разных цветов, либо доказать, что все карточки одноцветны. Может ли он это сделать? (С. Волчёнков, А. Шаповалов)
6. Назовем центром трехклеточного уголка точку, принадлежащую всем трем его клеткам. Шахматную доску 99(99 полностью и без наложений покрыли не выходящими за её пределы трехклеточными уголками, после чего каждый уголок повернули вокруг своего центра на 90( (в любом направлении) или на 180(. Докажите, что при этом какая–то клетка доски оказалась непокрытой ни одним уголком. (А. Грибалко)
7. Последовательность a0, a1, … положительных вещественных чисел удовлетворяет при каждом целом n ≥ 0 соотношению 
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. Докажите, что эта последовательность – геометрическая прогрессия. (Румыния, 2010)
8. В кружок записалось несколько школьников (не менее пяти). Оказалось, что у любых трёх школьников одного пола ровно один общий знакомый другого пола, а у любых двух школьников одного пола ровно два общих знакомых другого пола. Сколько школьников могло быть в кружке? (С. Волчёнков)
9. Во вписанном четырёхугольнике ABCD стороны BC и CD равны. Окружность Ω с центром C касается отрезка BD. Точка I – центр вписанной окружности треугольника ABD. Докажите, что прямая, проходящая через I параллельно AB, касается Ω. (Чешско-польско-словацкое математическое соревнование, 2013)
10. Поезд идёт из Москвы в Саров с 20 промежуточными остановками; между остановками он движется по прямой. Саша заметил, что на каждой остановке, включая конечную в Сарове, расстояние до Москвы было больше, чем на предыдущей остановке, а расстояние до Сарова – меньше. При каком наименьшем L можно быть уверенным, что поезд прошёл меньше L км, если расстояние от Москвы до Сарова по прямой 500 км? (MathOverflow, упрощение)
Восемнадцатый международный математический турнир старшеклассников
“Кубок памяти А.Н. Колмогорова”

Саров, 1-8 ноября 2014 года

Второй тур 04.11.14. Первая юниорская лига.

1. Известно, что числа 4+n, 76+n и 180+n – квадраты трёх последовательных членов арифметической прогрессии. Чему может быть равно n? (Аргентина 2013)
2. Пусть P(x) – квадратный трёхчлен. На плоскости нарисовали графики y = P(x) и x = P(y), сдвинутые на некоторые векторы. Оказалось, что две из общих точек сдвинутых графиков лежат на прямой y = x. Докажите, что сдвинутые графики симметричны относительно этой прямой. (И. Богданов)
3. О натуральных числах a1, a2, …, ak, b1, b2, ..., bn известно, что 1 < a1 < a2 < ... < ak < b1 < b2 < ... < bn и a1+a2+...+ak > b1+b2+...+bn. Докажите, что a1a2... ak > b1b2... bn. (Польша, 3 этап, 2014)
4. BL – биссектриса треугольника ABC, а O – центр описанной окружности треугольника ABL. Оказалось, что точки O и L симметричны относительно AB. Найдите углы треугольника ABC. (Н. Агаханов)
5. Петя взял 1000 карточек и покрасил каждую с одной стороны либо в красный, либо в зелёный цвет. Затем он выложил эти карточки по кругу окрашенной стороной вниз. За ход Вася может указать на любое множество карточек и выяснить, правда ли, что на карточках этого множества встречаются оба цвета. Вася может сделать 10 ходов, а затем он должен либо указать две соседних карточки разных цветов, либо доказать, что все карточки одноцветны. Может ли он это сделать? (С. Волчёнков, А. Шаповалов)
6. Назовем центром трехклеточного уголка точку, принадлежащую всем трем его клеткам. Шахматную доску 99(99 полностью и без наложений покрыли не выходящими за её пределы трехклеточными уголками, после чего каждый уголок повернули вокруг своего центра на 90( (в любом направлении). Докажите, что при этом какая-то клетка доски оказалась не покрытой ни одним уголком. (А. Грибалко, упрощение)
7. Последовательность натуральных чисел a1, a2, a3, ... такова, что ak+al = am+an при всех kl = mn. Докажите, что если k делится на l, то ak ≥ al. (Фольклор)
8. В кружок записалось несколько школьников (не менее пяти). Оказалось, что у любых трёх школьников одного пола ровно один общий знакомый другого пола, а у любых двух школьников одного пола ровно два общих знакомых другого пола. Сколько школьников могло быть в кружке? (С. Волчёнков)
9. Во вписанном четырёхугольнике ABCD стороны BC и CD равны. Окружность Ω с центром C касается стороны BD. Точка I – центр вписанной окружности треугольника ABD. Докажите, что прямая, проходящая через I параллельно AB, касается Ω. (Чешско-польско-словацкое математическое соревнование, 2013)
10. Поезд идет из Москвы в Саров с двумя промежуточными остановками; между остановками он движется по прямой. Саша заметил, что на каждой остановке, включая конечную в Сарове, расстояние до Москвы было не меньше, чем до предыдущей остановки, а расстояние до Сарова – не больше. Какой наибольший путь мог пройти поезд, если расстояние от Москвы до Сарова равно 500 км? (MathOverflow, упрощение)
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